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Zur Berechnung der spezifischen Ober- 
flttchen-, Kanten- und Kckenenergien an 

kleinen Kristallen 
Yon 

I. N. STRANSKI 

Aus dem Uralischen phys.-techn. Inst. in Swerdlowsk, U. S. S. g. 

Mi~G 6 lq'iguren im Tex t  

(E ingegangen  am 3l .  7. 1936. Vorge leg t  in  der  S i tzung am 15. 10. 1936) 

1. Die Bedeutung, welche die Abtrennungsarbeiten einzelner 
Gitterbausteine und die Nittelwerte solcher Abtrennungsarbeiten 
(bereehnet auf Grand der Verdampfnng ganzer Netzebenen oder 
N6tzreihen) durch deren Anwendung bei der exakten Behandlung der 
Probleme des Gleiehgewichfs, des Wachstums and der Keimbildung 
yon KristMlen erhalten haben, darf bier a]s bekannt vorausge- 
setzt werden 1. Wegen des nur indirekten Zusammenhanges mit 
den molekularen Vorg~ngen selbst sind andererseits GrSl~en, wie 
die spezifische Oberfl~chenenergie (z), Kantenenergie (z) and 
Eekenenergie (~), bei der Behandlung derartiger Fragen ziemlich 
in den Hintergrnnd geraten. Die mit Hilfe der Einzel- and Nittel- 
werte der Abtrennungsarbeiten erzielten Erfo]ge tragen selbst- 
verst~ndlich ebenfal]s vim dazu be_i. 

Eine vSllige AuSeracht]assung der GrSSen z, z und s ist 
indessen ebensowenig zweekm~Ng, wie dies friiher deren a]leinige 
Beriieksichtigung war. Es ist n~mlieh sehr wahrseheinlieh, dag 
man gezwungen seln wird, die ~Sgliehkeit einer Anwendung 
dieser GriiSen zur genaueren rechnerischen Erfassung der Vor- 
g~nge bei solchen Kristal]en yon neuem zu erw~gen, wo die 
Beschr~nkung auf nKchste Gitternachbarn beim Bereehnen der 
Einzel- und Mittelwerte der Abtrennungsarbeiten nicht gestattet 
ist und wo daher die Bereehnung solcher Werte bei kleinen 
Kristallen sich Ms viel zu umst~ndlieh oder gar praktiseh unaus- 
fiihrbar erweist. Bei solehen Kristallen, die eben durch eine grSSere 
Reiehweite der zwisehenmolekularen Kr~fte ausgezeiehnet sind, 

Vgl. hieriiber insbesondere I. N. STnAnSKt U. R. KxIsc~xw, Physik. Z. 
36 (1935) 393; Ann. Physik 23 (1935) 330; R. BECXrR U. W. DSRr~G, Ann. 
Physik 24 (1935) 719. Im ersten Artikel finder man ausfiihrlichere Literatur- 
angaben. 
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wird es aber dann yon besonderer Wiehtigkeit sein, den funktio- 
ne]len Zusammenhang zwischen z, z u n d s  und der I(ristallgrS$e 
genauer zu kennen. 

Im folgenden soll nun gezeigt werden, wie die von Boax 
and STERN ~ angegebene lgethode zu erweitern isf, damit mit ihrer 
Hilfe die Grg~en ~, z and z aaeh bei k]einen and kleinsten 
Krlstallen (wenigstens fiir den wichfigen Sonderfall, wo dies 
m~glich ist) formal angegeben werden kSnnen. Damit wird gleich- 
zeitig aueh der Zusammenhang dieser Gr~13en mit der Kristall- 
grSl~e gegeben und bei bekanntem Kraftgesetz rechnerisch zu er- 
mitteln sein. Eine weitere Frage ist es dana, inwieweit oder ob 
fiberhaupt bei vergnderlichen ~, z und ~ eine T~O~S0N-GIBBS~r 
Gleichung au~gestellt werden kann. 

2. Um das Wesentliche zun~ehst in mSglichst klarer und 
einfaeher Form zu bringen, soll im folgenden als Krlstall  ein 
solcher mit tier einfaehen Gleichgewichtsform des Wiirfels be- 
handelt werden. Atom- und Git~erdeformationen sollen vorerst 
ausgesehlossen sein. 

Yon Bedeutung ist dann haupts~chlich die Differenz der 
freien Energie eines endllchen Kristalls gegeniiber dieser einer 
gleieh grol3en Kristallmasse als Bestandteil des unendlieh grol~en 
Kristalls. Diese Differenz, die mit (P~ (in unserem Falle ist a die 
Kanten]~nge des einzelnen Kristallwiirfels) bezeiehnet sei, kann 
genauer und ganz allgemein definiert werden a]s die Arbeit, die 
geleistet werden toni3, nm einen sehr grol3en Kristall  in seine 
elementaren Bausteine zu zerlegen und um dann aus diesen 
Bausteinen viele einzelne Kristiil]chen yon der gewtinschten 
GrSl3e und Form aufzubauen, dividiert durch die Anzahl der neu- 
entstandenen Krist~llehen. Ein wiehtiger Spezia]fall ist derjenige, 
bei dem die neuentstandenen Kristiillchen durch direkte Zerlegung 
des grol]en Kristal]s gewonnen warden kSnnen und auf  den zu- 
niichst allein die BOR~-STERN~oho Methode ausgedehnt werden kann. 
Hierher geh~rt aueh unser Fall  der wiirfe]fSrmigeu Gleiehge- 
wiehtsform. 

3. Einer besseren t3bersicht wegen sei hier die Methode 
yon BORN and S~RN vorersf selbst kurz gesehildert. 

Die spezifisehe Oberfliichenenergie der Wiirfe]fl~ehe am un- 
endlioh grol~en Kristall, die hier mit z~ bezeiehnet sei, bereehnen 

2 M. Boa~ u. O. STERn, S.-B. d. Preut]. Akad. d. Wissensch. 48 (1919) 901. 
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BOR~ und STE~N unter Vernaehlgssigung der Glarer- und A• 
deformationen folgendermaSen: Sie ~eilen den unendlichen Xristall 
durch eine 100-Ebene in zwei Stiicke, die sie mit den Ziffern 1 
und 2 indizieren, und zerlegen die gesamte Kristallenergie ent- 
spreehend in drei Teile: 

u =  u~, + u~ + u,~. 

Enffernt  m a n  nun die zwei Kristallstiieke, unendlich weit 
voneinander, so verschwindet die weehse]sei~ige Energie dieser 
Stiicke UI~, woffir aber die znr Trennung geleistefe Arbeit auf- 
~ri~t. Setzt man letztere gleich der 0ber~t~ehenenergie 2 Fz~ (2 F 
ist die gesamte neugeschaffene Oberfl~che), so ergibt sieh 

~2 
%r 2/~' " 

Die spezifische Wiirfelkantenenergie am unendlichen Kristall, 
die entspreehend rait z~ bezeichnet sei, berechnen BORN und STERX 
in analoger Weise. Sie teilen den Krlstall dureh zwei senkreeht 
zueinander stehenden Wiirfelft~ehen in vier Stiicke und erhalten 
enr 

Ula + U~2 + U83+ U~,= U+ 4 Fz~  + 4 L "z~. 

4 L i s t  hierbei die Gesamtl~nge der erzeugten Kanten. Einfach- 
heitshalber nelimen wir noeh die vier Kris~allstiicke gleieh gro$ 
an. Da welter 

u =  u,~+ u~ +  u~ + u . +  u,~ + u~+ u,~+ ~ +  u~,+ G, 
u n d  

ist, so erhalfen sie sehlie$1ich 

UI8 U.24 
Z o ~  - - 2 L '  

D. h. Zoo ist gleich dem negativen Betrag der Arbeit, die gelelstet 
werden mul3, um das Kristallstiick 1 yon dem ihm diagonal gegen- 
fiber liegenden Stiiek 3 (bzw. 2 yon 4) zu trennen, dividiert 
durch die erzeugte Kantenl~nge 3. 

8 Fiigen wir darnaeh die Kristallstticke paarweise so aneinander, dab sie 
sich nut  l~ngs den Kan~en beriihren, so erhalten wir ein System mit doppelt so 
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An dieser Stelle wollen wir noeh kurz den Ausdruek fiir 
die sloezifisehe Eekenenergie am unendlieh grol~en Wiirfelkristall 
(~oo) nach der ~[ethode yon Bol~ und ST~R~ ableiten, da dieser 
im folgenden verwendet werden soll. (Bet Bol~ und S ~  ist 
die Ab]eitung angedeutet, aber nieht durchgefiihrt.) 

Wir  teilen den unendlich grol~en 
Kristall, wie dies in Fig. 1 dargestellt (5) 7 * (8) 

ist, dutch 3 Wiirfe]fl~Lehen (die eine 
davon ]iegt in der Papierebene) in 
acht (gleieh grol~e) 0ktanten, von 
welchen 1 his 4 oberhalb und 5 bis 
8 unterhalb derPapierebene Ztl den- 
ken sind. 

3 ~  

Fig. 1. 

vor der Auseinandertren- Die Gesamtenergie des KrisCalls 
nung der Stiicke ]st entsprechend 

+ UI~_ + . . .  + U,s 
. . . .  : ~ . 

+ U~,. 
Wit  setzen noch 

- 2  f' ~ =  a-~,+ u . +  u~+ ~ +  v~+ ~ +  u~ + v~+  u~ + u~ + ~ +  u~+  v~ + u~ + u~+ ~ 
= u~ + u,~ + r.;,~ + o .  + vo~ + ~,~ + ~ + u~ + v~ + u~ + ~,~ + v~ 4- ~ + v~ + ~ + ~ 

und 
4 L z~r U~+ U~7+ U2,+ ~ s +  U35 + U46-,{--/~7 + U6s 

-- t~7 + c~+ ~-~+ u~8+ u~,+ 5~+ u,~ + v,~ 
= t:~+ ~ +  u,~+ u~6-+ ~ + ~ + v~+ ~ ,  

Entfernen wir nun die ach~ Xristallstiicke unendlich weir 
voneinander und bezeichnen die der einze]nen Ecke zukommende 
Energie mit s~, so erhal~en wit die Gleichung 

und daraus, dureh Einsetzung der Werfe fiir Faoo und Lzo,, 

2 2 2 2 

d. h. ~ ~st gleich der Arbei~, die zur Trennung zweier raum- 

grol~er Kantenenergie. Beim NaC1-Gitter besteht noch folgende MSglichkeit: 
Fiigen wit die KristMlstt~cke ebenfalls paarweise so aneinander, dab sie sieh nur  
lfings den Kanien berflhren, ordnen die Sttieke aber noch derart, dal~ ein Kan- 
tenkation des einen Sttickes stets einem Kantenanion des anderen Stiickes gegen- 
fiber zu liegen kommt, so erhalten wir ein System mit Kantenenergie gleieh null. 
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diagonal gegeniiberliegender Kristalloktanten nSti• ist, dividiert 
dureh 2 4. 

4. Es soll nun der Fall behandelt werden, dab der unend- 
lich grofle Kristall in ]auter gleiehgroBe Kristallwiirfelehen zer- 
teilt wird. Wir denken uns dabei den unendliehen Kristall zu- 
nEehst in sehr viele gleieh dieke Sehiehten (yon der Dieke a) 
zertefl~, dann die Sehiehten in Prismen und sehliel~lich die Pris- 
men in kleine Krist~llehen. Zur Ermitflung der spezifisehen 
Oberfl~ehenenergie geniigt es, allein den ersten Sehritt zu be- 
traehten, zur Ermittlung der spezifisehen Kan~enenergie muB noch 
der zweite Schritt mi~beriiekslchtigt werden und erst bei der 
Ermittlung der spezifisehen Eekenenergie miissen alle drei Sehritte 
in Betraeht gezogen werden. Aus dem vorangehenden Absehn]tt 
ist es aul3erdem hinreiehend klar, auf welehe Energieanteile es 
bei einer jeden dieser drei Bes~immungen ankemmt: 

Um den Ausdruek fiir die spezifisehe Oberfl~chenenergie 
bei gegebener Kantenl~inge a der Krist~llehen --. sie sei mit % 
bezeichnet - -  zu erha]ten, verfahren wir folgenderma6en. Wit 
betraehten ein kleines Gebiet innerhalb des grol3en Kristalls, z.B. 
das Gebiet in unmittelbarer Naehbarsehaft der (senkreeht zur 
Papierebene und zur y-Aehse stehenclen) Ebenen yk and y~ (Fig. 2). 

y 
, I 

V - - - - F  . . . . .  ~ -  T 
1 I | , ~3 , , 

i i i 
~ ~ I I , , / / ,  

, ,J  ~ 

] i i I | 2 , 
q , 

Fig. 2. 

Wir bezeiehnen noeh passend das Gebiet 
zwisehen diesen Ebenen mit der Ziffer 1, 
das Gebiet unterhalb yk mit 2 und das 
Gebie~ oberhalb y~ mit 3. Es ergibt sieh 
dann, dab zur Erzeugung der Fliiehen 
zwisehen 1 und 2 nur die Arbeit --U12 
zu leisten ist. Entfernen wir nEmlieh das 
ganze Gebiet 1, ohne dab irgend eine an- 
dere Ver~nderung s~attfindet, so leisten 
wir die A r b e i t - - ( U ~ 2 + U ~ 3 ) ~ - - 2  U~. 

Ffihren wir dlese Operation an allen anderen parallel gelagerten 
Gebieten dureh, indem wir stets die schon entfernte Gebiete 
welter mitzghlen, so haben wir jede dieser Arbeiten zweimal 

4 Ftigen wir auch hier die Kristallstiicke paarweise derart zusammen, dab 
sie sich nu t  an den Ecken beriihren, so erhalten wir diesmal ein System mit 
Eckenenergie gleich null. Beim NaC1-Gitter existiert aulierdem noch die M5glich- 
keit, ein System mit doppelter Eckenenergie zu erhalten: Wenn n~imlich die 
Kristallsfiicke so geordnet werden, dab die sieh beriihreaden Eckenionen stets 
gleichgeladen sind. 
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gezghlt. Beriieksiehtigen wir noeh, dab bei jeder einzelnen 
Trennung die Flgehe 2 F erzeugt wird, so ergib{ sich sehliel~lieh 

UI~ U2 3 

Die Khnliehkeit dieses Verfahrens mit demjenigen zur Er- 
mittlung der Gitterenergie ist leieht erkennbar. 

Nhnlieh ergib~ sich auch der Ausdruek fiir die SlOezifische 
Kantenenergie bei gegebenem a (z~). Wir  betraehten diesmal die 
unmittelbare Nachbarsehafc der Sehnittkante zweier (senkreeht 
zur Papierebene und zueinander stehen- y x~ Q 
den) Ebenen, z .B.  die Ebenen xz und a 

I 
yk (Fig. 3). 

Wir  bezeiehnen entspreehend das r o ~a i' 
Gebiet zwisehen den Ebenen xk, y~, xt J j i 

! i und yz mit der Ziffer 0, das Gebiet - - - z  . . . . .  ~.'- . . . .  -s 
links yon xk und oberhalb y~ mit 1, das 1 r L 
Gebiet links yon xk und unterhalb yk mit ' , --x 
2, das Gebiet reehts yon x~ and unterhalb gig. 3. 
y~ mit 3 USW., wie es auch unmittelbar arts der Figur za er- 
sehen ist. Es ergibt sich dann in ganz ~thnlicher Weise, dab 
der Erzeugung der zwei Kanten, mit welchen die Gebie~e 0 und 
3 aneinanderstol3en, die Energiegrgl3e + Uoa zugeordnet ist. Ent- 
fernen wir ngmlieh das Gebiet 0, ohne dag andere Nnderungen 
stattfinden, so ergeben sieh die vier Kantenenergien 

Uo~ + Uo~ + Uo~ + go, = 4  Uo~. 

Fiihren wir dies an alien anderen parallelen Gebieten dureh, so 
zghlen wir abermals jede dieser EnergiegrSl3en zweimal. Beriiek- 
siehtigen wir noeh, dal3 bei jeder einzelnen Enffernung vier 
Kanten entstehen, so ergibt sieh 

c U~ oo-+" U~2,+ U, ..v za ~ 2 r~ = z~r 
L 2 L  

Nan erh~lt schlieglich auch den Ausdruek fiir die spezifisehe 
Eekenenergie bei gegebenem a (~) folgendermafien: In Fig. 4 
isf~ (xl~ykzk) tier SehnittlOUnkt der Flgchen xl~, yk und zk. ])as Ge- 
bier zwisehen den Flgehen xk, xl, yk, yz, zk und z~, in dem ein ein- 
ziger Kristall mit der Kantenlgnge a Platz hat, bezeiehnen wir 
mit der Ziffer 1, das dahinterliegende Gebiet im gleiehen Oktan- 
ten mit 1', das Gebiet im rBumlieh diagonal gegeniiberliegenden 
Oktanten mit 2. Man erhglt dann aueh bier in ganz ghnlieher 
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Weise, dal3 die der Erzeugung der Ecken, mit we]chen die Ge- 
biete 1 and 2 gegeneinander stol3en, zugeordnete Energie sich zu 
--U~2 ergib~, und daraus 

~ ~ _~ V~,~ 

5. Anschliel3end m~ge noch elne Be~rach~ungsweise ange- 
geben werclen, die sehr anschaulich die u bei den 

y soeben behandelten Vorgiingen wieder- 
l 1' gibt. Eine solche erhalten wir durch 

z L--/xzY~zz iJbertragung der Betrachtungsweise, die 
~ x ] ~ }  bisher nur zur Behandlung der mole- 

kularen Vorggnge beim Wachstum und 
J N _-x Aufl~sen yon Krista]len Verwendung 

xky~z~ ~ gefunden hatteS~ nunmehr auch auf der 
g Abtrennung der Kristalle yon gege- 

bener GrSt~e vom unendlichen Kristall 
Fig. 4. selbst. In Fig. 5 soll der in der ,,Halb- 

kristall-Lage" gezeichnete Wtirfel selbst 
noch einen Kris~all darstellen. Anstat t  den unendlich grol3en 
Kristall  in den vielen einzelnen Kristgllchen in der reichlich 
abstrakten Weise aufzuteilen, wie es im vorigen ausgeftihrt 

Fig. 5. Fig. 6. 

wurde, kann man ihn ngmlich auch bier schri~tweise, durch Ent- 
fernung einze]ner Kristiillchen yon der IIalbkristall-Lage, ab- 
bauen. (P~ lgl3t sich dann auch einfach als Abtrennungsarbeit 
des Kristiillchens yon einer k r i s t a l l i n e n  H a l b k r i s t a l l - L a g e  
am unendlichen Kristall definieren. 

Wir  teilen noeh die Abtrennungsarbeit des Kristis 
yon der ~kristallinen Halbkristall-Lage ~ am unendlichen Krlstall 

5 Vgl. z. B. W. KossrT., Leipziger Voririige 1928, 1; Naturwiss. 18 (1930) 
901; I.N. STRXSSKX, Z. physik. Chem. 136 (1928) 259; B 11 (1931) 342; B 17 
(1932) 127; I. N. STrA.XSXI U. R. KAIscnEw, Physik. Z. 36 (1935) 393. 
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in die drei Arten ein, wie sie in Fig. 6 dargestellt sind, und 
bezeichnen die Abtrennungsarbeit yon dem Stiick I mit (Pz~, die 
yon dem S%iick H mit (Pn~ und die yon dem Stiick I I I  mit q)m~. 
Es ist dann ]eicht zu ersehen, dal3 

2 a ~ % ~  q)r~+4q)n~+4(Pm.,  
- - 2 a z ~  ' P i i .+  2 (Pm~ 

und 

zu setzen ist. 
Yerf~hrt man n~mlich, wie iiblich, dal3 man in erster ~fiherung 

(P~ ~ 6 a S z. ~ 3 q)i~ + 12 q)n~+ 12 (Pro., 

setz%, so begeht man den Fehler, den Betrag 6r177 zu 
viel gez~hlt zu haben. 

Macht man die zweite ~ h e r u n g ,  indem man auch die Kan- 
tenenergle in Betracht zieht, d. h. den Betrag derselben 

12 a z~ ~ - -  6 (Plx~ ~ 12 q)Hz. 

hinzuaddiert, so begeht man wiederum einen Fehler,  indem man 
diesmal den Betrag 4r zu wenig gez~hlt hat. 

Den rich%igen Wer t  ~fir q)~ erhglt man erst durch Beriick- 
sichtigung der Eckenenergie, indem man den Betrag derselben 

8 ~ 4  q)m, 
hinzuaddiert. 

Es sei ausdriicklich beton%, d~l~ diese Betrachtungsweise, 
wie auch die erweiterte Bo~-ST~R~bo Methode, nur dann an- 
wendbar ist, wenn die Kristgllchen yon der gewiinschten GrSl~e 
durch direkte Zerteilung des grol3en Kristalls gcwonnen werden 
k(innen 6 

6. Zum SchlnB sel auch die Frage der M~iglichkeit einer 
THO~SO~-GIBBS,~h~-G]eichung bei vergnderlichem z, z und r kurz 
behandelt. 

Fiir den Fall einfacher Gleichgewichtsformen mul3 diese 
Gleichung in folgender Form geschrieben werden 

dm R T l~  1~ ~  d 8~ OL 0z 0~ 
~ ~ (~ " ~-da c~ + F "  T j  d a + z " ~ j  d a + L " -Uaa d a + E " T d  d a ' 

6 Will man noch Gitter- und Atomdeformationen mitberiicksiehtigen, so 
kann man dies entweder in der Form einzelner Korrektionen an z, x und e tun, 
oder abet uls summarisehe Korrekfion an Oa. Es liil~t sich nichf allgemein aus- 
sagen~ welehe yon diesen MSgliehkeiten die leichtere sein wird. 
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worin F den gesamten Fliicheninhalt, L die gesamte Kantenl~nge 
und E die gesamte Eckenzahl des betreffenden Krist~illchens be- 
deu~et. Es mul3 dann von Fall  zu Fall besonders untersucht 
werden, ob die GrSt~en z, z und ~ durch differenzierbare Funk- 
tionen yon a darstellbar sincl 7. 

Es sei noch ganz kurz die Sachlage beim NaCl-Gitter ge- 
schildert. Genauere Angaben und die sich daraus ergebenden 
Folgerungen sollen im Rahmen einer ausfiihrlicheren Arbeit mit- 
geteilt werden. 

Bei einem Ionenkristall vom lqaCl-Typ ergeben sich alle 
drei GrSl~en %, z~ und ~, als oszillierende PunkCreihen, die bei 
Zunahme yon a verschieden stark gegen die entsprechenden Werte 
des unendlichen Kristalls konvergieren. Am langsamsten konver- 
giert ~, w~hrend ~ bis auSgeringste a praktisch konstant gleich 
z~ bleibt. Dies hiingt auch damit zusammen, dell man die MADE- 
LU~G~r Methode nur zur Bestimmung yon z~ und Za, aber nicht 
mehr zur Bestimmung yon z~ verwenden kann. 

Zur Bestimmung yon z~ ergibt sich folgender Weg als ver- 
h~iltnism~illig bequem (bei nicht zu grol3em a). Man geht yon den 
folgenden zwei Gleichungen s (P~ aus: 

und 

4% - -  n~ ?,,~-- Z % 

Hierin bedeutet n~a~/(3 /2)  3 die Anzahl der Ionen im Krlstgll- 
then, ?~/~ die Abtrennungsarbeit eines Ions yon der e l e m e n t a r e n  

~a 

Halbkristall-Lageund Z~0i die Arbeit, die beim Aufbau des Kri- 
1 

stiillchens aus einzelnen Ionen gewonnen wird. Hieraus folgt 

8% ~ n ~  ?,h--E ? t - -  6 a~ %- -  12 a • 

Die linke Seite der Gleichung enth~ilt lauter GrSl3en, die sehr 
genau und (einschllelllich des Gliedes E?~ fiir nlcht zu grol3e 
Kristiillchen) verhiiltnismiil3ig leicht berechnet werden k~nnen. 

7 0b die T~o~so~-GiBusche Gleichung mit tIilfe dieser GrSllen das Gleich- 
gewieht kleiner und kleinster Kristalle wiedergeben kann~ li~t sieh selbstver- 
st~ndlich nur durch eine statistisch-kinetische Untersuchung kontrollieren, wie 
etw~ dies beim vereinfachten homSopolaren Krisiallmodell mit einfachem kubi- 
sehen Gitter ausgefiihrt worden ist [vgl. Physik. Z. 36 (1935) 393]. 


