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Zur Berechnung der spezifischen Ober-
flichen-, Kanten- und Eckenenergien an
kleinen Kristallen

Von

I N. STRANSKI
Aus dem Uralischen phys.-techn. Inst. in Swerdlowsk, U.S.S.R.

Mit 6 Figuren im Text

(Eingegangen am 31. 7. 1936. Vorgelegt in der Sitzung am 15. 10. 1936)

1. Die Bedeutung, welche die Abtrennungsarbeiten einzelner
Gitterbausteine und die Mittelwerte solcher Abtrennungsarbeiten
(berechnet auf Grund der Verdampfung ganzer Netzebenen oder
Netzreihen) durch deren Anwendung bei der exakten Behandlung der
Probleme des Gleichgewichts, des Wachstums und der Keimbildung
von Kristallen erhalten haben, darf hier als bekannt vorausge-
setzt werdenl. Wegen des nur indirekten Zusammenhanges mit
den molekularen Vorgiingen selbst sind andererseits GriBen, wie
die spezifische Oberflichenenergie (s), Kantenenergie (x) und
Eckenenergie (¢), bei der Behandlung derartiger Fragen ziemlich
in den Hintergrund geraten. Die mit Hilfe der Einzel- und Mittel-
werte der Abtrennungsarbeiten erzielten Erfolge tragen selbst-
verstindlich ebenfalls viel dazu bei.

Eine vollige AuBerachtlassung der Gréfen o, » und ¢ ist
indessen ebensowenig zweckmiBig, wie dies frither deren alleinige
Berticksichtigung war. Es ist némlich sehr wahrscheinlich, daQ}
man gezwungen sein wird, die Mbglichkeit einer Anwendung
dieser Grofen zur genaueren rechnerischen Erfassung der Vor-
giinge bei solchen Kristallen von neuem zu erwigen, wo die
Beschriinkung auf nichste Gitternachbarn beim Berechnen der
Einzel- und Mittelwerte der Abtrennungsarbeiten nicht gestattet
ist und wo daher die Berechnung solcher Werte bei kleinen
Kristallen sich als viel zu umstéindlich oder gar praktisch unaus-
fithrbar erweist. Bei solchen Kristallen, die eben durch eine groBere
Reichweite der zwischenmolekularen Krifte ausgezeichnet sind,

t Vgl. hieriiber insbesondere 1. N. Straxskr u. B. Kamscmew, Physik. Z.
36 (1935) 893; Ann. Physik 23 (1935) 330; R. Brcgzr u. W. Dérmne, Ann.
Physik 24 (1935) 719. Im ersten Artikel findet man ausfiihrlichere Literatnr-
angaben.
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wird es aber dann von besonderer Wichtigkeit sein, den funktio-
nellen Zusammenhang zwischen 6, x und ¢ und der KristallgroBe
genauer zu kennen.

Im folgenden soll nun gezeigt werden, wie die von Borx
und STERN? angegebene Methode zu erweitern ist, damit mit ihrer
Hilfe die Griofen s, » und ¢ auch bei kleinen und kleinsten
Kristallen (wenigstens fiir den wichtigen Sonderfall, wo dies
moglich ist) formal angegeben werden kénnen. Damit wird gleich-
zeitig auch der Zusammenhang dieser Gréfen mit der Kristall-
grobe gegeben und bei bekanntem Kraftgesetz rechnerisch zu er-
mitteln sein. Eine weitere Frage ist es dann, inwieweit oder ob
iiberhaupt bei veriinderlichen 6, » und ¢ eine THOMSON-GTBBSsche
Gleichung aufgestellt werden kann.

2. Um das Wesentliche zunichst in moglichst klarer und
einfacher Form zu bringen, soll im folgenden als Kristall ein
solcher mit der einfachen Gleichgewichtsform des Wiirfels be-
handelt werden. Atom- und Gitterdeformationen sollen vorerst
ausgeschlossen sein.

Von Bedeutung ist dann hauptsiichlich die Differenz der
freien Energie eines endlichen Kristalls gegeniiber dieser einer
gleich groBen Kristallmasse als Bestandteil des unendlich groBen
Kristalls. Diese Differenz, die mit P, (in unserem Falle ist a die
Kantenlinge des einzelnen Kristallwiirfels) bezeichnet sei, kann
genauver und ganz allgemein definiert werden als die Arbeit, die
geleistet werden muB, um einen sehr groBen Kristall in seine
elementaren Bausteine zu zerlegen und um dann aus diesen
Bausteinen viele einzelne Kristdllchen von der gewiinschten
GriBe und Form aufzubauen, dividiert durch die Anzahl der neu-
entstandenen Kristéllchen. Ein wichtiger Spezialfall ist derjenige,
bei dem die neuentstandenen Kristéllchen durch direkte Zerlegung
des groflen Kristalls gewonnen werden konnen und auf den zu-
nichst allein die BorN-STERNsche Methode ausgedehnt werden kann.
Hierher gehtort auch unser Fall der wiirfelformigen Gleichge-
wichtsform.

3. Einer besseren Ubersicht wegen sei hier die Methode
von BorRN und STERN vorerst selbst kurz gesechildert.

Die spezifische Oberflichenenergie der Wiirfelfliche am un-
endlich grofen Kristall, die hier mit ¢, bezeichnet sei, berechnen

* M. Borx u. O. Srery, S.-B. d. Preufl. Akad. d. Wissensch. 48 (1919) 901.



236 I. N. Stranski

BorN und STERN unter Vernachlissigung der Gitter- und Atom-
deformationen folgendermaBen: Sie teilen den unendlichen Kristall
durch eine 100-Ebene in zwei Stiicke, die sie mit den Ziffern 1
und 2 indizieren, und zerlegen die gesamte Kristallenergie ent-
sprechend in drei Teile:

U= Uu + U22+ U12-

Entfernt man nun die zwei Kristallstiicke, unendlich weit
voneinander, so verschwindet die wechselseitige Energie dieser
Stiicke U;,, wofiir aber die zur Trennung geleistete Arbeit auf-
tritt. Setzt man letztere gleich der Oberflichenenergie 2 Fo,, (2 F
ist die gesamte neugeschaffene Oberfliche), so ergibt sich

. U,
2F°

Goo:

Die spezifische Wiirfelkantenenergie am unendlichen Kristall,
die entsprechend mit x., bezeichnet sei, berechnen BORN und STERN
in analoger Weise. Sie teilen den Kristall durch zwei senkrecht
zueinander stehenden Wiirfelflichen in vier Stiicke und erhalten
entsprechend

U+ U+ Uy + U, =U+4Fo,+4 L %,

4 L ist hierbei die Gesamtlinge der erzeugten Kanten. Einfach-
heitshalber nehmen wir noch die vier Kristallstiicke gleich groB
an. Da weiter

U= U]1'|‘ Uzz+ U33 + Ua4+ Ulz + U13+ U14‘|‘ U23+ U24+ UM

und
—2F6p="U3+ U+ Ups+ Upy=Us + U3+ Uy + Uy,
ist, so erhalten sie schlieBlich

L, U, 0
oo =5 L

4

-

no

D. h. %, ist gleich dem negativen Betrag der Arbeit, die geleistet
werden muf, um das Kristallstiick 1 von dem ihm diagonal gegen-
iiber liegenden Stiick 3 (bzw. 2 von 4) zu trennen, dividiert
durch die erzeugte Kantenlinges3.

3 Fiigen wir darnach die Kristallstiicke paarweise so aneinander, daB sie
sich nur lings den Kanten beriihren, so erhalten wir ein System mit doppelt so
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An dieser Stelle wollen wir noch kurz den Ausdruck fiir
die spezifische Eckenenergie am unendlich grofen Wiirfelkristall
(¢w) nach der Methode von BorRN und STERN ableiten, da dieser
im folgenden verwendet werden soll. (Bei BorN und STERN ist
die Ableitung angedeutet, aber nicht durchgefiihrt.)

Wir teilen den unendlich grofen
Kristall, wie dies in Fig. 1 dargestellt ()1 409
ist, durch 3 Wiirfelflichen (die eine
davon liegt in der Papierebene) in
acht (gleich groBe) Oktanten, von
welchen 1 bis 4 oberhalb und 5 bis
8 unterhalb der Papierebene zu den-
ken sind.

&) 2 3(7)

Fig. 1.

Die Gesamtenergie des Kristalls vor der Auseinandertren-
nung der Stiicke ist entsprechend

U=U11+U22+ +U88
+ U+ ... +Ugs

‘Wir setzen noch
—2 F Goo™= Ijv13+ U—14+ U1"1+ U18+ U23+ U24+ DYZ'I + U.8+ l];!5+ U3G+ U45+ U46+ U57 + U58+ U67+ LrﬁS
=U,+ U13+ st + Ui7+ Uost- U:’5+ Uzs+ Ua4+ U:35+ Uss+ U46 + U4+ U56+ U57+ Uss+ Uvs
=Uis+ Uit Uit Usg+ Uss + Upg+ Uy + U+ Uyg+ Usg+ Uy + Uy + Uy + U+ Up+Uy,
und
4 Lrco=Upy 4 Uy + Uy Usg+ Uy + U+ Uy + Ugg
=54 Ut Up 4 Uyt U+ U+ Uy 4+ Uy
= U16+ U17+ U%—}— Uze + Uss + Uas + U+ U47-
Entfernen wir nun die acht Kristallstticke unendlich weit
voneinander und bezeichnen die der einzelnen Ecke zukommende
Energie mit s, so erhalten wir die Gleichung

Beoo==Uss + Usg + Usy + Upy + Ups + Ugg+ Uy + Ugs—6 Foww —12 Lizee
und daraus, durch Einsetzung der Werte fiir Fo,, und Lz,
U Us_ Us_ Uy

T T 2 2 2
d. h. e, ist gleich der Arbeit, die zur Trennung zweier raum-

grofier Kantenenergie. Beim NaCl-Gitter besteht noch folgende Moglichkeit:
Fiigen wir die Kristallstiicke ebenfalls paarweise so aneinander, da sie sich nur
lings den Kanten beriihren, ordnen die Stiicke aber moch derart, daB ein Kan-
tenkation des einén Stiickes stets einem Kantenanion des anderen Stiickes gegen-
iber zu liegen kommt, so erhalten wir ein System mit Kantenenergie gleich null.
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diagonal gegeniiberliegender Kristalloktanten nétig ist, dividiert
durch 24

4. Es soll nun der Fall behandelt werden, daB der unend-
lich grofe Kristall in lauter gleichgroBe Kristallwiirfelchen zer-
teilt wird. Wir denken uns dabei den unendlichen Kristall zu-
nichst in sehr viele gleich dicke Schichten (von der Dicke a)
zerteilt, dann die Schichten in Prismen und schlieBlich die Pris-
men in kleine Kristéllchen. Zur Ermittlung der spezifischen
Oberflichenenergie geniigt es, allein den ersten Schritt zu be-
trachten, zur Ermittlung der spezifischen Kantenenergie muB noch
der zweite Schritt mitberiicksichtigt werden und erst bei der
Ermittlung der spezifischen Eckenenergie miissen alle drei Schritte
in Betracht gezogen werden. Aus dem vorangehenden Abschnitt
ist es auBerdem hinreichend klar, auf welche Energieanteile es
bei einer jeden dieser drei Bestimmungen ankommt.

Um den Ausdruck fiir die spezifische Oberflichenenergie

bei gegebener Kantenltinge a der Kristéllchen — sie sei mit 5,
bezeichnet — zu erhalten, verfahren wir folgendermaBen. Wir
betrachten ein kleines Gebiet innerhalb des groBen Kristalls, z. B.
das Gebiet in unmittelbarer Nachbarschaft der (senkrecht zur
Papierebene und zur y-Achse stehenden) Ebenen g, und », (Fig. 2).
Wir bezeichnen noch passend das Gebiet

zwischen diesen Ebenen mit der Ziffer 1,

o

L das Gebiet unterhalb v, mit 2 und das

"_T"j\;"?"_r" Grebiet oberhalb g mit 3. Es ergibt sich
1% dann, daB zur Erzeugung der Flichen
E §7 { E}a, zwischen 1 und 2 nur die Arbeit —U,,
P % yu leisten ist. Entfernen wir nimlich das
i ] ! I

% ganze Gebiet 1, ohne daB irgend eine an-
Fig. 2. dere Veriinderung stattfindet, so leisten

wir die Arbeit — (U, + Uyg)=—2 U,.

Fithren wir diese Operation an allen anderen parallel gelagerten
Gebieten durch, indem wir stets die schon entfernte Gebiete
weiter mitzihlen, so haben wir jede dieser Arbeiten zweimal

* Fiigen wir auch hier die Kristallstiicke paarweise derart zusammen, daB
sie sich nur an den Ecken berithren, so erbalten wir diesmal ein System mit
Eckenenergie gleich null. Beim NaCl-Gitter existiert auBerdem noch die Méglich-
keit, ein System mit doppelter Eckenenergie zu erhalten: Wenn némlich die
Kristallstiicke so geordnet werden, daf die sich berithrenden Eckenionen stets
gleichgeladen sind.
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geziihlt. Beriicksichtigen wir noch, da bei jeder einzelnen
Trennung die Fliche 2 F erzeugt wird, so ergibt sich schlieflich

U'2 —_—G +,%_

= yr =T

Die Ahnlichkeit dieses Verfahrens mit demjenigen zur Er-
mittlung der Gitterenergie ist leicht erkennbar.

Ahnlich ergibt sich auch der Ausdruck fiir die spezifische
Kantenenergie bel gegebenem a (x,). Wir betrachten diesmal die
unmittelbare Nachbarschaft der Schnittkante zweier (senkrecht
zur Papierebene und zueinander stehen-
den) Ebenen, z. B. die Ebenen x; und
yr (Fig. 3).

‘Wir bezeichnen entsprechend das
Gtebiet zwischen den Ebenen zx, %, 2,
und y mit der Ziffer 0, das Gebiet
links von z; und oberhalb y mit 1, das
Gebiet links von #; und unterhalb y; mit
2, das Gebiet rechts von 2; und unterhalb
yx mit 3 usw., wie es auch unmittelbar aus der Figur zu er-
sehen ist. Es ergibt sich dann in ganz #hnlicher Weise, dab
der Erzeugung der zwei Kanten, mit welchen die Gebiete O und
3 aneinanderstoBen, die EnergiegroBe + U, zugeordnet ist. Ent-
fernen wir nimlich das Gebiet 0, ohne daf andere Anderungen
stattfinden, so ergeben sich die vier Kantenenergien

Uo1 + Uoz + Uos + Uo4:4 Uo1-

T, x4
41

&

&

i
bl
I
}
|

R R Y
[
—
[
L o ——~ ot — R

Fig. 3.

Fiihren wir dies an allen anderen parallelen Gebieten durch, so
zihlen wir abermals jede dieser Energiegrifen zweimal. Beriick-
sichtigen wir mnoch, daB bei jeder einzelnen Entfernung vier
Kanten entstehen, so ergibt sich

U Ut U Uy

Fa =gy, T Yoo 2L

Man erhiilt schlieBlich auch den Ausdruck fiir die spezifische
Eckenenergie bei gegebenem o (c,) folgendermafien: In Fig. 4
ist (zeyrer) der Schnittpunkt der Flichen y, 4 und 2. Das Ge-
biet zwischen den Flichen @i, zi ¥, 41, ¢ und 2, in dem ein ein-
ziger Kristall mit der Kantenliinge a Platz hat, bezeichnen wir
mit der Ziffer 1, das dahinterliegende Gebiet im gleichen Oktan-
ten mit 1, das Gebiet im riumlich diagonal gegeniiberliegenden
Oktanten mit 2. Man erhilt dann auch hier in ganz dhnlicher
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Weise, daB die der Erzeugung der Ecken, mit welchen die Ge-
biete 1 und 2 gegeneinander stofen, zugeordnete Energie sich zu
— Uy, ergibt, und daraus

g = -— 2:500-{-%—2—_

5. AnschlieBend mdge noch eine Betrachtungsweise ange-
geben werden, die sehr anschaulich die Verhiltnisse bei den
v soeben behandelten Vorgiingen wieder-
p gibt. Eine solche erhalten wir durch
z T HhY Ubertragung der Betrachtungsweise, die
bisher nur zur Behandlung der mole-
kularen Vorginge beim Wachstum und
Auflésen von Kristallen Verwendung
Ty Yy By gefunden hatte®, nunmehr auch auf der
2 Abtrennung der Kristalle von gege-
bener Grife vom unendlichen Kristall
Fig. 4. selbst. In Fig. 5 soll der in der ,Halb-
kristall-Lage“ gezeichnete Wiirfel selbst

noch einen Kristall darstellen. Anstatt den unendlich groBen
Kristall in den vielen einzelnen Kristillchen in der reichlich
abstrakten Weise aufauteilen, wie es im vorigen ausgefiihrt

1
™
;J-—_'-—
=

L

y/

Fig. 5. Fig. 6.

wurde, kann man ihn n#mlich auch hier schrittweise, durch Ent-
fernung einzelner Kristillchen von der Halbkristall-Lage, ab-
bauen. P, liBt sich dann auch einfach als Abtrennungsarbeit
des Kristéllechens von einer kristallinen Halbkristall-Lage
am unendlichen Kristall definieren.

Wir teilen noch die Abtrennungsarbeit des Kristillchens
von der ,kristallinen Halbkristall-Lage“ am unendlichen Kristall

° Vgl. z. B. W. Kosser, Leipziger Vortriige 1928, 1; Naturwiss. 18 (1930)
901; I N. Steanskr, Z. physik. Chem. 136 (1928) 259; B 11 (1931) 842; B 17
(1932) 127; 1. N. Strassxr u. R. Kaiscaew, Physik. Z. 36 (1935) 393.
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in die drel Arten ein, wie sie in Fig. 6 dargestellt sind, und
bezeichnen die Abtrennungsarbeit von dem Stiick I mit Py, die
von dem Stiiek II mit P, und die von dem Stiick III mit Py,
Es ist dann leicht zu ersehen, daB

O, =3P, +6 P11+ 4 Pryga,
2026,—= Pra+4Pry+4 Prre,
—2a%,— Pr,+2Pm,
und
2e, =Pz,
zu setzen ist.
Verféihrt man ndmlich, wie tiblich, daB man in erster Néherung

P, —6a20,—3 P, +12Pr,+12 Py,

setzt, so begeht man den Fehler, den Betrag 6 ®;;,+8 Py, zu
viel geziihlt zu haben.

Macht man die zweite Niherung, indem man auch die Kan-
tenenergie in Betracht zieht, d. h. den Betrag derselben

12a%,=—6®;,—12P;,

hinzuaddiert, so begeht man wiederum einen Fehler, indem man
diesmal den Betrag 4 Py, zu wenig geziihlt hat.

Den richtigen Wert fiir ®, erhiilt man erst durch Beriick-
sichtigung der Eckenenergie, indem man den Betrag derselben
8e,=4 Py,

hinzuaddiert.

Es sei ausdriicklich betont, daB diese Betrachtungsweise,
wie auch die erweiterte BORN-STERNsche Methode, nur dann an-
wendbar ist, wenn die Kristéllchen von der gewiinschten GriBe
durch direkte Zerteilung des groBen Kristalls gewonnen werden
kinnens.

6. Zum Schlub sei auch die Frage der Moglichkeit einer
THOMSON-GIBBSschen (3leichung bei verfinderlichem 6, » und ¢ kurz
behandelt.

Fiir den Fall einfacher Gleichgewichtsformen muf diese
Gleichung in folgender Form geschrieben werden

dm

Pa oF
' RTan:mada—l-F-

dc 8L A= , Qe

£ da+x-mda+L-Hda+E-W da,
¢ Will man mnoch Gitter- und Atomdeformationen mitberiicksichtigen, so

kann man dies entweder in der Form einzelner Korrektionen an o, x und ¢ tun,

oder aber als summarische Korrektion an ®,. Es 188t sich nicht allgemein aus-

sagen, welche von diesen Mdglichkeiten die leichtere sein wird.
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worin F' den gesamten Flicheninhalt, L die gesamte Kantenlinge
und B die gesamte Fckenzahl des betreffenden Kristillchens be-
deutet. Es muB dann von Fall zu Fall besonders untersucht
werden, ob die GrioBen o, » und ¢ durch differenzierbare Funk-
tionen von a darstellbar sind”.

Es sei noch ganz kurz die Sachlage beim NaCl-Gitter ge-
schildert. Genauere Angaben und die sich daraus ergebenden
Folgerungen sollen im Rahmen einer ausfiihrlicheren Arbeit mit-
geteilt werden.

Bei einem Ionenkristall vom NaCl-Typ ergeben sich alle
drei GroBen 6, %, und &, als oszillierende Punktreihen, die bei
Zunahme von a verschieden stark gegen die entsprechenden Werte
des unendlichen Kristalls konvergieren. Am langsamsten konver-
giert ¢,, wihrend s, bis auf geringste a praktisch konstant gleich
6o bleibt. Dies héingt auch damit zusammen, daB man die MapE-
LUNGsche Methode nur zur Bestimmung von 6, und x,, aber nicht
mehr zur Bestimmung von ¢, verwenden kann.

Zur Bestimmung von &, ergibt sich folgender Weg als ver-
hiltnism#éBig bequem (bei nicht zu grofem a). Man geht von den
folgenden zwei Gleichungen fiir ®, aus:

P,—=6a%6,+12ax,+ 8¢,
und

a
Py=n, pr,— L g;.
1

Hierin bedeutet n,=0a?/(8/2)% die Anzahl der Ionen im Kristill-
chen, ¢y, die Abtrennungsarbeit eines Jons von der elementaren

Halbkristall Lage und £ ¢; dic Arbeit, die beim Aufbau des Kri-
1

stéllchens aus einzelnen Ionen gewonnen wird. Hieraus folgt
82y =14 0y,—L ;6 a26,— 12 a x,.
1

Die linke Seite der Gleichung enthiilt lauter GrioBen, die sehr
genau und (einschlieBlich des Gfliedes Xo; fiir nicht zu groBe
Kristiillchen) verh#ltnism#Big leicht berechnet werden kinnen.

" Ob die Twousox-Gieesche Gleichung mit Hilfe dieser GroBen das Gleich-
gewicht kleiner und kleinster Kristalle wiedergeben kann, 148t sich selbstver-
stindlich nur durch eine statistisch-kinetische Untersuchung kontrollieren, wie
etwa dies beim vereinfachten homdopolaren Kristallmodell mit einfachem kubi-
schen Gitter ausgefiihrt worden ist [vgl. Physik. Z. 86 (1935) 393).



